Algebre linéaire pour GC-STE-SC 27 novembre 2025
X. Morvan EPFL

Série 11 (Corrigé)

Cette série fait suite aux chapitres 1.3, 1.4, 1.5 Mots-clés : Produit scalaire, orthogonalité

Remarques :

1. La série est volontairement longue, il n’est pas indispensable de la finir en une semaine.
Vous pouvez sauter certains exercices, et les aborder pendant les vacances, ou pendant
les séances de révision.

2. 1l existe plusieurs méthodes possibles pour résoudre certains exercices. Parfois le cor-
rigé donne aussi une méthode alternative, méthode que nous verrons plus tard dans
le cours.

3. Il peut arriver que certaines questions soient reliées au cours du jeudi.

Exercice 1

1
a) Trouver un vecteur non nul orthogonal & 27 = | 0
1
3 2 5
b) Soient w = 4 |, 7=|0]|, W=| 6 |.Calculer
1 1 0
: 1 .
7.7, T, on, low LEw
]| ' ]|

c¢) Calculer la distance entre U et U et la distance entre U et .

d) Calculer les vecteurs unitaires correspondant a u, U, (pointant dans la méme di-
rection que le vecteur original).

Sol.:

0
a) T=|1 |carZ-Z =0.
0

5 2
_ _ 7w _ 39 1 _ 1 W= _ 39
b)7-7_7,7ﬂ?_10,w_—5,ﬁm_a g ,Wﬁ_ﬁ (1)

o) 17 - 7| =TT, % - @ =3.



_ 1 _ 1 _ 1
d) d=—| 4|, F=2]0 ,TJ}_W 6
1 1 0
Exercice 2
3
Soit ¥ = | 2 |. Donner l'ensemble W des vecteurs orthogonaux a . Est-ce un espace
1

vectoriel 7 Si oui, de quelle dimension ?

a

Sol.:W={wW=|b||7 W=3a+2b+¢c=0
C

W est en fait le noyau de 'application linéaire W — V-0 de R3 dans R, et donc c’est un espace
vectoriel. Cette application est non nulle (par exemple vU > 0) donc de rang 1. Par le théoréme
du rang, la dimension de W est donc 3 — 1 = 2, il s’agit d’un plan (appelé le plan orthogonal au
vecteur ).

Exercice 3

1 —1 3
Soient W, = | 1 772: 1 ,7: 0
1 0 3

a) Vérifier que 71 et 72 sont orthogonaux.
b) Calculer la projection orthogonale ?W(7) de ¥ sur W = Span{ﬁl, 72}
¢) Donner la décomposition v =7+ ?W(7), o Z e Wt

1 0 2 1
Méme question pour 71 = (1) , 72 = (1) , 73 = :; , U = ?
0 1 1 2
1 2 1
Meéme question pour U =1 2 , Uy = 2 |, T=10
3 -2 1
Sol.:
a) Un calcul direct donne @1 - @y =1-(=1)4+1-14+1-0=0.
b)
B 1 -1 7/2
O S U S AR S £ s = ST I N IR B S
1° 1 2" 2 3 2 1 2 0 2

¢) U ="Z2+Tw), ot Pw(¥) est calculé dans b), et Z est donné par 7 = ¥ — pPw (V) =
~1/2
~1/2
1



Remarque : on peut vérifier que Z U1 =72 U= 0, c’est-a-dire Z e Wt

1 0 2 1

1 -1 2

Méme question pour U = (1) , Uy = E U3 = 9 | v = 1
0 1 1 2

a) Les vecteurs 71, 72, 73 sont orthogonaux : 71 . 72 = 71 . 73 = 72 . 73 =0.
b)

R L A S A S

N~ N =

¢) 7 =7 -Pw(¥)=

o O O O

Remarque : o = ?W(7 équivaut & U € W.

1 2 1
Mémequestionpour71(2),7Q< 2 ),7<0)
3 -2 1

a) Les vecteurs 71, 72 sont orthogonaux : 71 . 72 =0.

b)
2/7
Pw(?)= Vg, ?'7272371(4/7)_

~—

1 1 2° 2 6/7

5/7
) Z=7-Pw@)=| -4/7 |.
1/7

Exercice 4

Soient {y,..., U} et {T1,..., U,} deux bases orthonormales de R”. On définit les
matrices de taille n x n, U = (... @,) et V = (U1... 7). Montrer que UTU = 1I,,
VTV = I, et que UVest inversible.

Sol.:
uf 7?? g?gz g?gn
T T T T
UTU_ 7:2 (71 72 771): 72: 1 2: 2 | 2: n
W TR, Wy . W,
1 0 - 0
0o 1 - 0
= < . :In-
00 - 1



Comme 71, ey o, vérifient les mémes hypotheses, on a également VIV = I,,.
UVest inversible car VIUTUV = VTV = 1,,, don (UV)~ 1 = VTUT.

Exercice 5

Appliquer la méthode de Gram-Schmidt pour orthogonaliser les bases de sous-espaces vec-
toriels de R™ suivantes.

L’exercice ne vous demande que de calculer une base orthogonale (pas nécessairement or-
thonormée) et c’est aussi que ce que le solutionnaire vous propose. Vous pouvez bien sur
calculer une base orthonormée (car elle est orthogonale en particulier). Ceci a I'avantage
d’également révéler la factorisation QR comme vu en classe.

1 1
a) {Wy, s} base duns.e.v. de R3, avec Wy = | 1 |, Wy =| 2
1 1
1 0 0
b) {Wl, W, ﬁg} base d’un s.e.v. de R%, avec w; = g W = } Wy = (1)
1 0 0

¢) Donner une base orthonormale pour a) et b).

Sol.:
1
a) La méthode de Gram-Schmidt donne 71 :ﬁl =111,
1
722?2—%71: 21/3
~1/3
1
b) La méthode de Gram-Schmidt donne Uy =W, = 3 ,
1
.o -1/3
. 2 U1 B 0
72—?2—m71— 1/3 I
-1/3
Ba- T, W o
Tom e WU Wyt Uy 2/5
s s 1- U1 ! Uy o 2 —2/5
-1/5
a1 | = L[ 2
P : =—11 = 2
c) Pour a) : /||| sl o/ | 2| v



1 —1 —1
1 3 1 0 1 2
Pour b) : @1 /| W 1] = —— U /||l = — Dol T el = ——
ourb) /Tl == | o | TeTal =5 | ]| Tl = o= | D
1 —1 —1
Exercice 6
Calculer la décomposition QR des matrices suivantes.
2 3
a) A= 2 4 |,
11
11 —1
by A=112 1 [,
1 2 -1
0 0
1 2
A=
-1 1
Sol.:
2 3
a) On applique la méthode de Gram-Schmidt aux vecteurs Wi=| 2 |etWo=] 4 , puis
1 1
2/3 ~1/3 2/3 —1/3
on les normalise. On obtient W = | 2/3 |etWa=| 2/3 |, douQ=| 2/3 2/3 |,
1/3 —2/3 1/3 —2/3
. [ 35
et R=Q A= 01 )
1/vV3 —2/vV6 0 V3 5/V3 —1/V3
b) Q=1| 1/v3 1/V/6 1/¥V2 |[,R=| 0 V6/3 v6/3 [.
1/vV3 1/vV6 —1/V2 0 0 V2
0 0
) Q- 1/vV2  3/V22 R V2 1/V/2
© %= o —2/v22 """\ o yii2 )
—1/vV2  3/V22

Exercice 7
Soit W le sous-espace vectoriel de R* engendré par U= (
1. Calculer et décrire W+.

2. Vérifier que dim(W) + dim(W+) = 4.

Sol.: Comme vu au cours, un vecteur v e R? appartient & W si et seulement si T LU et
7 L ¥5. On peut donc écrire

Wt ={7eR T -1 =07 -7y=0}.

5



C131

En posant v = (

systéme suivant :

) les deux conditions impliquent que les ¥ € W sont les solutions du
554

Ty + 2z — x3 =0
—x1 + a3 + 214 = 0

T+ 2x9 — 23 =0
—x1+x3+2x4=0

On résout ce systeme pour trouver

1 2
Wt = {xg (?) + 4 (_01) ’$3,$4 libres}
0 1

Comme dim(W) = 2 (car engendré par deux vecteurs indépendants) et dim(WW+1) (car engendré
par deux vecteurs indépendants), on a dim(W) +dim(W+) = 4. On conclut que dans R*, I’espace
orthogonal & un plan est aussi un plan (alors que dans R?, I'espace orthogonal & un plan est une
droite).

Exercice 8

Soit projy : R* — R? la projection sur le sous-espace W de R? défini par
T+ Xy = 07
I1—$2—4I3:O.

1. Donner la matrice associée a cette projection.

2. Soit A le point dont les coordonnées sont (3,11, —1). Calculer les coordonnées de la
projection orthogonale de A sur W.

Sol.: On remarque que W est une droite dirigée par
v = (—22) .
1

Ainsi, B = () est une base de W, et B/ = (”7”) est une base orthonormée de W. Comme vu au
cours, la projection proj W est donc représentée par la matrice

2/3 4/9 —4/9 2/9
vuT = | —2/3 | (2/3 —2/3 1/3)=|-4/9 4/9 -2/9
1/3 2/9 —2/9 1/9

3
En identifiant le point A avec 'extrémité du vecteur W = ( i ), on obtient sa projection en
calculant

4/9 —4/9 2/9 _
UUtw = | —4/9 4/9 —2/9 (1311) = ( 3%9) :
2/9 —2/9 1/9 ) —17/9

donc la projection orthogonale de A sur W a pour coordonnées (—34/9,34/9,—17/9).

Exercice 9

Soit A= (dy ...d,) une matrlce mxn dont les colonnes sont linéairement indépendantes.
Soient () = 7 771 et R = e n) les matrices obtenues de la factorisation QR.

6



a) Montrer que 71‘ = 7"11-71 + 7"21-72 + .. ruﬁz On obtient que les colonnes de A sont
des combinaisons linéaires des colonnes de () avec comme coefficients les composantes
de R.
(Indication : utilisez @; = Q7;)

b) Trouver la factorisation QR de la matrice A ci-dessous, en utilisant le point précédant
pour trouver la matrice R.

100
000
A_lll
0 01

Remarque : pour trouver R on peut aussi utiliser R = Q7 A mais ici vous voyez une
maniere alternative.

Sol.:
a) Ona A = (71 ) 771) =QR= (Q?l Q?n) Ainsi @; = QE’}. Comme la matrice R est

triangulaire supérieure, on a
T14
T2

0
Ainsi Q?l = 7“1171 + 072 + 073 et Q?g = 7“1271 + 7"2272 + 073. On obtient alors
Ti=riqd1+radat .5 qi
b) On trouve la matrice ) en apliquant Gram-Schmidt sur les colonnes de A. On obtient
1/v2 -1/v2
0 0

el EYNC R YN
0

0
0
0
0 1

Clairement 71 = \/571, ainsi 11 = v/2. Pour trouver rig et 799 on doit résoudre
1/V2 —1/V2

0 0
=T12 1/v2 + 722 1/v2
0 0

o= O O

et on obtient ri9 = \/5/ 2 = r99. On procede de la méme maniére pour trouver ri3, ro3 et

r33. On a
v VI V32 V3
R=|[0 +V2/2 V2/2
0 0 1



Exercice 10

Indiquer pour chaque énoncé s’il est vrai ou faux et justifier brievement votre réponse.

VvV F
a) Soit ||.|| la norme euclidienne. Alors pour un vecteur o, |7 = ¢ || 7| quel que soit
le scalaire c. 0 d

b) Deux vecteurs U et ¥ sont orthogonaux si et seulement si

2 2 2
I+ 71 =112+ 227N+ 170

0 g
¢) Siun vecteur U est orthogonal & tous les vecteurs sauf un d’une base d'un sous-espace
W, alors U appartient & W=, O O

d) Soit W un sous-espace d’un espace vectoriel V. Si la dimension de I'espace W+ est
égale a 1, alors on peut trouver une base de V' formée par des vecteurs de W. [0 [J

Sol.: Faux : a), b), ¢), d).
En effet, pour a) on a que ||c || = |¢| || 7| donc pour ¢ = —1 on a |- 7| = | V| # — || €]

Pour b) on trouve un contre-exemple : Avec u = (é) etv= <(1)> ona ljul| =1= ||, ut+v = G)

ot [lu+vf| = V2. Ainsi 2 = [Ju +o[|* # [Jul* + 2 [[ul| [Jo]] + [[o]* =1 +2+1=4.

Pour c) prenons W = span{ey, ea} avec ¢; le i-eme vecteur de la base canonique de R2. En prenant
v = e9 on a bien que v L e; mais v [ es.

Pour d), prenons V = R? et W = span{e;}. On a que W+ = span{es} et dim W = dim W+ =1
mais W ne peut pas contenir une base de R2.

Exercice 11

Indiquer pour chaque énoncé s’il est vrai ou faux et justifier brievement votre réponse.

V F
a) Une base d'un sous-espace vectoriel W de R™ qui est un ensemble de vecteurs ortho-
gonaux est appelée une base orthonormale. 0 O

b) Un ensemble S = {1, Vs, ..., ¥,} orthogonal de vecteurs non nuls de R™ est linéai-
rement indépendant et de ce fait est une base du sous-espace qu’il engendre. [ [

¢) Une base orthonormale est une base orthogonale mais la réciproque est fausse en
général. O O

d) Si z n’appartient pas au sous-espace vectoriel W, alors 7 - ?W(7) n’est pas nul
(ici ?W(?) désigne la projection orthogonale de 7 sur W. O d

Sol.: Vrai : b), ¢), d). Faux : a).

a) Faux, il manque la condition que les vecteurs de base doivent étre de norme égale a 1.



b)

c)

d)

Vrai. En effet, soient u,v # 0 et montrons que si u est orthogonal a v alors les vecteurs u
et v sont linéairement indépendants. Soient A\, u € R tels que Au + uv = 0 et supposons que
< u,v >= 0. On a que < A\u + pv,v >= 0 et donc, par les propriétés du produit scalaire
on trouve A < u,v > +u < v,v >= 0. Comme < u,v >= 0 par hypothése on trouve que
i< wv,v>=0 et puisque v # 0 on a que < v,v ># 0 donc u = 0. De méme on trouve que
A =0 et donc u et v sont linéairement indépendants.

Vrai, par définition toute base orthonormale est formée de vecteurs orthogonaux. Par contre
la base {2e1,2e5} de R? est orthogonale mais pas orthonormale.

Vrai. Si @ ¢ W, alors 7 # Pw(T) car Tw (@) € W par définition et donc @ — Fw (T) #
0.

Exercice 12

Indiquer pour chaque énoncé s’il est vrai ou faux et justifier brievement votre réponse.

2)
b)
)

d)

d)

Tout ensemble orthonormal de R™ est linéairement dépendant.

Soit W un sous-espace vectoriel de R™. Si U est dans W et dans W+, alors v = ﬁ
Si U est une matrice m x n avec des colonnes orthonormales, alors UTU T =7 VT €
R".

Si W est un sous-espace vectoriel de R", de dimension p (0 < p < n), alors la
méthode de Gram-Schmidt produit, a partir d’'une base {?1, . .,71,} de W, une
base {T1,..., Up} avec | V]| = 1,Vi € {1,...,p}.

: Vrai : b), ¢), d). Faux : a).

Faux. Tout sous-ensemble (fini) de R™ dont les éléments sont orthonormés est linéairement

indépendant. En effet, soit S = {H, cen fu_,?} un tel ensemble et soient Ay,..., A, € R tels
que /\11)_1> + -+ )\rv_,? = 0. En faisant le produit scalaire avec 71 (pour i = 1,...,7) on

trouve \; < v.,v; >=0 et comme ||UZ|| = 1 on obtient que \; = 0.

Vrai. Soit ¥ € R" tel que T ewWnwt. Alors, par définition, on a que < 7, T >=0 ce
qui entraine que v = ﬁ

Vrai. Soit U est une matrice m x n avec des colonnes orthonormales. Notons ?Z € R™ sa
i-eme colonne de sorte que < ¢, c_; >= 0;; o 6;5 = 0sii# jetd;j=1sit=j. Calculons
le coefficient 4, j de la matrice UTU. On a que, pour 1 < i,j <n

UT)ig=> (U)ikUkj = UrilUs;
=1 =1

Or cette derniere expression est égale a < a?, c_} > et ’hypothése implique donc que UTU =
I, (la matrice identité n x n) et donc UTUZ = 7’ pour tout 2 € R".

Vrai. La méthode de Gram-Schmidt produit, & partir d’'une base {71, ce ?p} de W, une
base {U1,..., ¥p} orthonormée de W donc en particulier || 7| = 1,Vi € {1,...,p}.

Exercices additionnels

Exercice 13

Soit W un sous-espace vectoriel de R™. Soit {ﬁl, ey wq} une base orthogonale de W. Soit

{71,..

., 7} une base orthogonale de W=



Montrer que {E?l, cee E?q, 71, cee 77} est orthogonale et prouver la relation
dimW + dimW+ = n.

Sol.: Le vecteur W; et le vecteur 7j sont orthogonaux pour tous i =1...q, j = 1...7 car ils
appartiennent aux espaces orthogonaux W et W=, Les vecteurs Eﬁ sont orthogonaux entre eux
car ils constituent une base orthogonale, de méme pour les vecteurs 7]-. Ainsi, n’importe quels
deux vecteurs dans la famille {E}h e ,E?q, 71, .. .,7,} sont orthogonaux : c’est une famille
orthogonale.

Montrons la relation dimW + dimW+ = n.

Méthode 1 : La famille {Wl, e ﬁq, Ti,..., 7T} est orthogonale donc linéairement indépen-
dante. De plus tout vecteur ¥ € R" se décompose sous la forme T =7+ W avec 7 € Wt
et W = ?W(W) € W. Or Z € W peut étre décomposé dans la base {71, . 77} de W et
Tw (V) € W peut étre décomposé dans la base {W1,. . ., Wq} de W. Ainsi, tout vecteur o € R"
peut se décomposer selon la famille linéairement indépendante {ﬂh, e ﬁq, 71, e VT} qui est
donc une base de R™. Par conséquent q + r = n.

Méthode 2 : Appliquons le théoréeme du rang a ’application linéaire projection ?W :
dim Im 7W + dim Ker 7W =n.

Or la projection vérifie Ker ?W =W+ et Im ?W = W, d’ou le résultat.

Exercice 14

Soit U un sous-espace vectoriel de R" et {71, N 72,} une base orthogonale de U. On
considere la transformation 7' : R” — R" définie par T(7') = projy (7). Montrer que T est
une transformation linéaire.

Indication : utiliser la définition de la projection orthogonale.

Sol.: Méthode 1 :

B (a?%—ﬁﬁ)-ﬁl (a?+ﬁ?)-7
T(aW + W) = = Ui+ + 7 P,
V- @ -, v @ -,

0y
= aﬁﬁl + /Bﬁ71 +...+ a?ﬁiﬁp + ﬂm p= a?(?) + ﬁ?(ﬁ)

Méthode 2 : En utilisant I'identité @ - 7 = ?T7 = 7T?, on a

() = %71 - %7 AT @R T 4.t B, @T(@TT) T

= (TRt @Ta) "+ 2T () ) T

Ainsi, la transformation T est associée & la matrice de taille n x n définie par @1 @7 (T 1)1 +
R 71,7;(7%7},)*1 et est donc linéaire.

Exercice 15

Soit A une matrice de taille m x n.

10



a)
b)

Montrer que KerA = Ker(AT A).

Montrer que AT A est inversible si et seulement si les colonnes de A sont linéairement
indépendantes.

Si A7 = ﬁ, alors ATAZ = ﬁ, ce qui montre KerA C Ker(AT A). Soit maintenant 7 tel
que ATAZ = 6), alors 7TATAZ = 0. Or, TTATAT = (AZ)T(A7T) = |AZ||%. Ainsi,
AT = 6>, et Ker(AT A) C KerA. D’ou I'égalité.

Les colonnes de A = (@1 ... d,) sont linéairement indépendantes

< (ﬂlﬁl—i-...—l—ﬁn?n:ﬁ = 51:...:6,1:0)
b1 b1

— | A : :ﬁ:> : :ﬁ
Bn Bn

<= Kerd = {ﬁ}.

Ainsi, d’apreés a), les colonnes de A sont linéairement indépendantes si et seulement si
Ker(ATA) = {0}, c’est-a-dire la matrice (carrée) AT A est inversible.

Exercice 16

Montrer que si ) est une matrice orthogonale, alors Q7 est aussi une matrice ortho-
gonale.

Montrer que si U,V sont des matrices n x n orthogonales, alors UV est aussi une
matrice orthogonale.

Soit 1 un vecteur unitaire de R” (|| || = 1). Montrer que la matrice Q = I, =27« "
est orthogonale.

Montrer que toute valeur propre réelle A d’une matrice orthogonale ) vérifie A = £1.

Soit () une matrice orthogonale de taille nxn. Soit { 71, o 771} une base orthogonale
de R™. Montrer que {Qﬁl, - Qﬁn} est aussi une base orthogonale de R".

Par définition, une matrice orthogonale @ de taille n x n vérifie QT Q = I,, et QQT = I,,.
Comme Q = (QT)T, on a QT(QT)T = I, et (QT)T Q" = I,,, ce qui montre que Q" est aussi
orthogonale.

En utilisant VVT = UUT = I,,, on a UV (UV)T = UVVTUT = UUT = I,. De méme, on
peut vérifier que (U V)T UV = 1I,, donc UV est une matrice orthogonale.

On doit montrer QT Q = I,,.

Méthode 1 : En travaillant avec des indices, on a

n

(QTQ) o= I;Qki(ﬂfj =" (0ki — 2uku;) (Ok; — 2uguy)

K k=1

n
= 5ij + Z(_5ki2ukuj — 25kjukui + 4u,~uju%),
k=1

11



avec d;; = 1 si i = j, 6;5 = 0 sinon. En utilisant }_;_; ui =1, on obtient Q7Q = I,.
Méthode 2 : On calcule matriciellement : QT = (I, — 277 ™)" = I, - 2 T)"w" = Q,

ensuite,
QTQ = (I,—2u W) (I,—2wdT) = I,—2"duT 20U T +40 (0T U = I,—4ddT+4u T = I,,

ou l'on a utilis¢ WX =||o|? = 1.
Remarque : de telles matrices orthogonales s’appellent réflexions de Householder.

d) La matrice orthogonale conserve la norme de tout vecteur 7 : [|QZ|* = (QZ)T(Q7) =
ZTQTQY = 777 = H?H2 Ensuite, si 7 # 0 est un vecteur propre associé a A, on a
| 7| = |Q7| = INT|| = || || Z]]. Comme || Z|| # 0, on obtient |A| = 1, ainsi A = 1.

e) On calcule pour tous 4,7 :
Qﬁi ’ Qﬁj = (Qﬁi)TQﬁj = 7iTQTQ7j = 7?7]' = 71’ : 7j.

Comme les ; sont orthogonaux entre eux, ceci montre que la famille {Qﬁl, - Qﬁn} est
orthogonale et constituée de vecteurs non nuls (de normes ||Q ;|| = ||:]])-

Il reste & montrer que {Qﬁl, e Qﬁn} est une base.

Méthode 1 : Comme @ est inversible (d’inverse QT), @ transforme les bases en bases,
donc {Qﬁl, ...,Qﬁn} est une base.

Méthode 2 : Comme la famille {Qﬁl, . Q?n} est orthogonale et constituée de vecteurs
non nuls, elle est automatiquement linéairement indépendante. Comme elle comporte n
vecteurs, c’est une base de R™.

Remarque : i {U1,..., U} est une base orthonormée, alors |QWs|| =1, et {QW1,...,QU n}
est ausst une base orthonormée.

Exercice 17

i) Soit {uy,...,u,} une base orthonormée de R™ et v un vecteur dans R”. Montrer
[0]]> = v - ug]* + .+ |0 - un]?.

ii) (Inégalité de Bessel) Soit {uy, ..., u,} une famille orthonorméee dans R™ et soit v un
vecteur de R"™. Montrer

JolP 2 Jo- w4 o+ o - 2.

Sol.:

i) Soit U la matrice orthogonale formée des colonnes u;. En utilisant UUT = I, on obtient

2
Uy - v

n
= : :Z|ui-v\2.

Up - U i=1

ol = (v, ) = (v, UV w) = (UT0,UTw) = [0

ii) On considére la projection w = Y7 | (u;,v) u; de v sur W = span{uq,...,up}. On a la
décomposition v = w + z, avec z € W, Par le théoreme de Pythagore, w et z étant
orthogonaux, on obtient

V]| = fJwll® + [|=]1*.

12



(En effet, on a ||v||? = (w + 2z, w + 2) = ||w||®> + ||2]|* + 2 (w, 2) et (w, z) = 0).
Ensuite,

lol? > JJwl® =

T
E g (ui, v)(uj, v) uj u;

i=1j=1

p
D (i v
i=1

p p P
:Z|<uh 2 ||u’b”2+ ZZ uZa u]’ u?uj
i=1 —~  i=1j=1 ~
=1 (norm.) i =0 (orth.)
= > [{us, 0)
=1

Exercice 18

Soit W C R™ un sous-espace vectoriel muni d’une base orthogonale, et proj W la projec-
tion orthogonale associée. Montrer (sans utiliser la représentation de proj W a I’aide d’une
matrice) que

. U~ proj W () est linéaire.
. proj W (W) = U si et seulement si 7 € W.
. proj W oprojW = proj W.

: Soit B = (71, e ,7;€) la base orthonormée de W.
. Rappelons que pour un 7 e R quelconque,

_ v vy
proj W () = ﬁﬁl +- 4 ﬁﬁk (1)
On remarque que chaque terme est linéaire en 7, puisque par les propriétés du produit
scalaire,
757, =AUt

L’application T proj W(?) étant une somme de termes linéaires, elle est aussi linéaire.
Par (??), on voit que si proj W (¥') = ¥, alors ¥ € Vect{V1,..., U} = W. Inversément,
si ¥ € W, un théoréme vu au cours garantit que, la base de W étant orthogonale, o
s’exprime comme

v = %'_71171 ot ﬁi:m]ﬂﬁk = proj W (7).
Pour simplifier, supposons que W est engendré par un seul vecteur : W = Vect{ﬁ}. Dans
ce cas, -
proj W(v) = ﬂﬁ
On a donc
r )W ey, Wi
proj W (proj W (7)) = © OJgé Ez) W = (j;% % u
ST Wy BB gw@).

De par la linéarité du produit scalaire, on étend facilement ce calcul au cas ou la base de
W contient plus qu’un vecteur.
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